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研究ノート
u-v曲線の数学
?
江 義
要約
未充足求人数と失業者数との関係はu-v曲線と呼ばれているが、これをグラフに表せ
ば、「右下がり」の曲線となる。これを基にして、通常は、欠損率と失業率との関係もま
た「右下がり」のグラフで表現される。しかし、これら二つの曲線は同じものではない。
本論においては、欠損率と失業率との関係をu-v曲線から代数的な手続きによって求
める。その上で、欠損率が失業率の二価の関数となること、さらに、この関数が必ずしも
「右下がり」のグラフとはならないことを示す。
賃金調整関数は、失業率と欠損率との差の関数として表される。したがって、もし上記
における二つの曲線に違いがあるならば、その違いは賃金調整関数の形状にも影響を与え
る。
キーワード：未充足求人数；欠損率；失業率；u-v曲線；座標変換
経済学文献季報分類番号： 02-40,02-41 
1 はじめに
Lipsey (1978, [6], p. 51)によれば、フィリップス曲線（以下、簡単に「PH曲線」と記
す）という名称が文献に登場するのは、 P.A Samuelsonによる『経済学」第6版が最初で
あるらしい。いま、賃金率の変化率を g(R)、摩擦的失業率をv、失業率をuとすれば、 PH
曲線は単純に
(PH) g(R) = T/J(v -u), T/J (0) = 0, T/J'< O 
と表される。なお、本論の内容は主に↓の形状に関するものであるから、 Rは実質賃金率、
予想実質賃金率あるいは名目賃金率のいずれであってもよい。したがって、特に区別を必要
とする場合を除いて、単に Rは賃金率としておく。
Lipsey (1960, [ 4]) は、上の式においてvを定数と仮定している。また、明記されては
いないが、 Friedman([2], Chap. 4) もLipseyの分析手法を継承していることは間違いない。
そこにおいて FriedmanはVの値を自然失業率と定義した。ただし、彼等においてはu-v
曲線による分析手法は見られない。
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その後、 Lipsey([6]) はg(R)の説明要因としてu-v曲線を導入した。 U-V曲線は、失
業者数Uと未充足求人数Vとの関係を示すものであり、それをV=① (U)で表すならば、
①'く0である。しかし、このu-v曲線をそのまま上の PH曲線に結合させることはできない。
Vとvとは測定単位が異なる上に、 Vは変数であるが上述の (PH)式における vは定数と
仮定されているからである。
ここでVおよびUを労働の供給量Sで除して、 V=V/S、u= U/Sとする。 vは欠損率で
あり、変数と見なされる。また、 Sは労働力人口ではないことに注意する必要がある。この
とき、 vとuとの関係を V= </J(u)で表し、これを u-v曲線あるいは「U-V比率曲線」と呼
ぼう。これによって PH曲線は、 g(R)= 7./J博(u)-ul と書き換えられる。したがって、g(R)
がどのような形状になるかは↓ と¢ との両方の形状に依存する。
従来の分析においては、①(U) と</J(u) とは意識して区別されているとは言えず、いわ
ば便宜的にどちらかが選ばれてきた。たとえば、 Phelps(1967,[7])の場合は </J(u)であり、
Lipsey ([6])の場合は①(U)である、といったように。
もうひとつ具体例を挙げよう。試みに、代表的な労働経済学のテキストと思われる島田晴
雄『労働経済学』（岩波書店、 1986、pp.204-207) を見ると、 u-v関係を表す①(U)曲線の
尊出については分かり易い説明がある。しかし、ここでは①(U) と</J(u) とは同一視され
ている。その上で、日本経済に関するデータを用いた </J(u) の形状を推定した例も紹介さ
れているが、そこにおける屈用失業率は「完全失業者数／（完全失業者数十雇用者数）」と定
義されるものであり、いわゆる完全失業率とは異なる。（その他の実証例として、経済企画
庁編『平成 5年版経済白書』 (p.59)、労働省編『平成 6年版労働白書』 (p.34)、『平成
12年度版経済白書』 (p.52) などが挙げられる。）
それでは上記の雇用失業率と本論における uとは同じ概念かと言えば、そうではない。
雇用失業率の定義においては自営業主や家族従業者が無視されているが、今その点は問わな
いとしても、雇用失業率における完全失業者には自発的失業者と非自発的失業者との両方が
含まれる。しかし、本論のuには自発的失業者は含まれていない。従って、上述の実証的
な研究結果として </J(u)が推定されたのかどうかも不明と言わざるをえない。
私の知る限り、①(U) と</J(u) との関係を明示的に示した業績は見当たらない。論理整
合性の観点から言えば、両者がどのように関連しているかを示しておくべきであろう。これ
が本論において取り上げられる問題である。その場合、
V=<D (U)、①＇＜〇
を出発点の仮定とする。
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2 未充足求人と労働市場
まず第 1図によって、本論において想定している労働市場の概略を説明しよう。同図の第
1象限には、 Lipseyに従って、縦軸に名目賃金率R、横軸に労働量Lが測られている。 S
およびDは労働の供給曲線と需要曲線を表す。ここでは SおよびDを直線と仮定する。も
し未充足求人の存在を無視するなら、均衡において雇用量は Eの水準に決定されるはずで
ある。
しかし、本論は未充足求人の存在を考慮しているから、 Rの各水準に対応して、雇用量は
図におけるr曲線において決定されるものとする。本論では、この曲線を雇用曲線と呼ぶ。
そこで雇用量を L、労働供給を S、需要を Dとすれば、次の関係が成立している。
(1) L=S-U=D-V 
r曲線は右方に凸の形をして、 S線およびD線とは交わらないものとする。この場合、
失業率はRとどのような関係になるか。それを示したのが第 1図の第 2象限における曲線u
(R)である。
?
?
?
?
u 1 ゜第1図
?
図において、点bはS直線の縦軸上の切片である。ここでb点からr曲線に接線qを引
き、その接点を Qとし、 Q点の縦座標を Cとする。このとき、失業率u(=1-L/S) はR
=cにおいて最小になる。なぜなら、この点においてLISは最大になるからである。
前述の Lipseyを初めとして、従来の分析においては、 Rの上昇と共に失業率が上昇する
ことを前提にしているが、 r曲線の存在を認めるなら、事惜は異なる。従来の分析は R<c
の場合を無視していることになる。
それでは、もしr曲線がS線と L>Oの範囲で交わると仮定すれば、失業率はどうなる
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か。たとえば、 r曲線が図における破線の曲線であるとして、それが点 Q'でS線と交わっ
ているとすれば、その点において失業率はゼロとなり、 Rの上昇と共に失業率も上昇する。
しかし、このケースは未充足求人の存在と矛盾するので、本論では取り上げない。
3 均衡
前節における幾何学的な説明から明らかなように、従来の分析は、いわば均衡点の近傍に
おける説明に限定されたものであったと言える。もう少し分析の範囲を広げるためには、や
はり代数的な説明の方が便利であろう。
そこで、労働市場における需要Dと供給Sとがそれぞれ賃金率Rの関数として、次の (2)
式で表されるものとしよう。ただし、 a、b、a(<O)および/3(>0)は定数であり、さ
らa>b>Oと仮定する。
(2) R=a+aD,R=b+/3S 
労働市場は、 S=Dの点において均衡する。第 1図における G点がそれである。このと
きU=Vが成立しているが、このUの値を u*とおき、さらに G点の座標を (E、R*) と
おけば、均衡雇用量はE-U*である。このような状態が、 Beveridge(1944, [l], p. 18)に
従えば、完全雇用である。次に、 Y=l/({3-a) とおけば、 EおよびR*の値は
E= (a-b) / (/3 -a) = y (a-b), R* = y (a /3 -b a) 
によって与えられる。 R*は均衡賃金率である。
ここで第 1図の LおよびR座標を、次の式のように平行移動させる。
X=L -E, Y=R-R* 
ただし、一 E~X~O 、 R*-b~Y~a-R* である。この時、 S および D は次のように、 Y
の関数として示される。
(3) S=E+Y/{3, D=E+Y/a 
4 雇用曲線
上述の雇用曲線をf(X,Y)=Cとして、これを具体的な関数で表現しよう。そのために
は、 SおよびD直線を 2本の漸近線とする双曲線で近似するのが便利であろう。そこで、
この曲線は
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(4) mX2+2hXY+ n戸 =C:m、h、n、Cは定数
によって表わされるものとする。ただし、〇三mn-h又 0とする。
このとき、 m、h、nおよびCの値はaおよびBの値に依存して決定されるはずであるか
ら、その関係を確かめる。
まず、 0 ラジアン（ただし、 0~0< 冗/ 2)を回転角度として、 (X, Y)座標を回転さ
せて (x,y)座標に変換する。この時
(5) m+n=A+B、mn-h2=AB(<O)
(6) tan(2 0) = 2h/(m-n) = 0、ただし0=(a+{3)/(1-a{3)
となるようにA、Bを選べば、 (4)式は
(7) ぷ +B/=C
と変換される。なお、上記の 0の範囲において、 h(A-B) > 0である。
次に、 S直線と D直線とで作る角度のうちでX軸を挟む側の角度を20w(>O) とする。
そして、 tan(0w)=のとおくならば、山は次の式で与えられる。
(8) w=lc; 一(1+a{3)f/({3-a) 
ただし、どは正の値として、ど2=(1 + a2) (1十炉）である。
さて、 0が決定されれば、それに対応して (7)式の漸近線が決定されるが、それには二
通りの決まり方がある。まず、 e~o (i.e., 冗I4~0~0) の時の漸近線は、 y=士山 x、さ
らに0<0(冗 /2>0>冗 /4)の時のそれはx=士wy、となる（第12節、[I J参照）。こ
れらをまとめると、 (7)式は
(9) 研が一I=w2z2、または研y2ー が=w2z2
と二通りに表されることになる。
上の式において、 C=叫z2と置き換えられている。 Zは、双曲線の中心（すなわち、第1
図における G点）と双曲線との距離を表し、それは与えられた定数(>0)であると仮定
される。たとえば、上の第1の式において、 y=Oのとき、 x=-Zである。このことから
明らかなように、 Zは第2図における原点とr曲線上の H点との距離である。現実の経済
においては、このzの大きさは、摩擦的失業の大きさに関係している。 Zが大きい程、摩擦
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? ?
--X 
第2図 0il:;0の場合
ともあれ、上の (9)式における二つ表現のいずれを取るにせよ、
A+B=研ー1, AB=—研
が成立することに変わりはない。したがって、この関係式を (5)式に代入すれば、 (5)~ 
(6)式より m,h,nが求められる。より具体的には、 mおよびnは次の tに関する 2次方
程式の二つの解となるが、 (4)式においてY=Oを満たすXの実数値が存在しなければな
らない。従って、 C>Oを考慮することにより、 m>Oとなる。
t2-(w2-1) t + l82(w2-1)2-4w刊/14(1+0刊=O
それらの結果が次の (10)~ (12)式である。ただし、 Iは正の値として、 Il2=1+がであ
る。
(10) 2m=叫ー 1+ (叫+1)/ II(> 0) 
(11) 2n =叫ー 1-(叫+1)/ II(< OD) 
(12) 2 h = (か+1)8/II
5 U-V曲線
失業者数Uおよび未充足求人数Vは、 (1)式によって、それぞれXおよびYの関数とし
て次のように表せる。
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(13) U=Y/{3-X, V=Y/a -X 
上の式から次の (14)、(15)式が成立する。ただし、 a=ll /3 -1/ a = -l/ (a /3 y)。
(14) U-V= aY、
(15) X=y (aV-{3U)、Y=(U-V)/a
ここでさらに次の (16)~ (18)式のように各記号の定義をする。
(16) 甲u=m+2ah十がn=(m-a{3n)(l +aり/(1-a f3) 
(17) 甲三 m+(a+{3)h+a{3n
(18) Wv三 m+2 {3h+ {32n= (m-a {3n) (1 + {3り/(l-a/3)
このとき、 (15)式を (4)式に代入して整理すれば、次の式がえられる。
炉叫ぴー2a/3lVUV+a2叫vz=研が/y2
ところで、 m=a{3n(第12節、 [II]参照）が成立するから、甲u=ll'v = 0である。従っ
て、上の式は次のように単純化される。ー2a/3lVUV=w2カ／ザ。この式にlV=(a-/3) 
山（第12節、 [IV]参照）を代入することにより、次の式がえられる。
(19) UV= (wa/2)Z2 
これがU-V曲線の式であ。それは、 aおよびBの値の如何に関わらず、直角双曲線とな
る。特に、 a+/3=0の場合は、山 a=2であるから、 (19)式は UV=Z2と簡単化される。
6 u-v比率曲線を求める
u-v曲線はUとVとの関係を表す。このとき、 uとvとの間にはどのような関係が成立す
るか、それが本節における課題である。
まず、 μ=f3a=l-{3/aとして、 (3)および (14)式より、
(20) S =μEl(μ+ v -u) 
がえられる。次に、 (19)式の両辺を s2で除して、さらに (20)式を用いれば
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2 ¥JI (μ-1) UV = j Wp (μ+ V - u)戸、ただしP=Z/E
が成立する。従って、 uとvとの関係は
(21) u2-2 0 UV十ザー2μu+2μv+μ2=0
と表される。ここに、O=1 + /3μ/(w pり>1。上の (21)式がu-v比率曲線の式である。
7 u-v比率曲線の形状
U-V比率曲線もまた双曲線であることは間違いない。いま、
-.0 1 
J三ー。
-μ, 
-μ 
lμ=-μ2(1-.0)2(<0) 
2 μ μ 
o'= I I -o =1--0 1 oz 
とおけば、かく0であるから、 (21)式は双曲線の条件を満たしている。
次に、 u。=μ/(0+1)、V。=-u。とする。さらにX=u-u。、 Y=v-v,。によって座標
軸を平行移動させる。これによって、 (21)式は次の式に変換される。
(22) X2 -2 OXY+ Y2 = C' 
ただし、 C'=-J/6'=μ2(1-0)/(l+O) <Oである。
上の式における座標軸 (X,Y)を適当に回転させて (x,y)座標で表したときに、
A'~+ B'I= C' 
になったものとしよう。このとき、 XおよびB'は
A'+ B'= 2, A'B'= 1 -0 2 
を満たさなければならない。また、一O<Oにより、 A'<B'でなければならない。従って、
X=I-0、B'=I +Oである。その結果、
(23) (0-1)が一(O+l)y2 =μ2(0-1)/(0+ 1) 
がえられる。この式は (22)式の座標軸を冗 /4ラジアンだけ反時計回りに回転させたもの
である。
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8 U-V比率曲線と NRU
この節においては、 V>Oおよびu>Oの領域において </J(u)のグラフを描く事を考える。
まず、 (23)式における漸近線を y=土皿 xとおけば、
(w')2=(0-1)/(0+ 1)< 1 
が成立する。従って、 <l>(U) とは異なって、 </J(u)は直角双曲線とはならない。
次に、 (21)式から、
(24) (μ+v-Ou)心 (u)=μ-u+Ov 
がえられる。この式から、 μ-u+Ov=Oのときに </J'(u) =Oである。従って、 </JI(μ) 
=Oが成立することがわかる。さらに、 μ+v-Ou=Oのときには、 </J'(u)= +ooであ
るから、両 (2u。)=+ooが成立する。ここで、
こ三μ(0-1)/(0+ 1) 
とおけば、 (21)および (24)式によって、 O<Vくこかつ2u。<u<μ の領域においては、
心 (u)<0である。また、 Uの値の如何に関わらず、 V> (ならば</JI(u) > 1である。
以上のような情報に基づいて </J(u)のグラフを描けば、第 3図のような</J(u)曲線がえ
られる。 vはuの二価の関数となる。なお、皿の値はP、aおよびBの値に依存するが、
/3→ 0のとき、匝→ 0 
である。このことから、 f3がゼロに近い程、心 (u)< 0を満たす uの領域は小さくなると
言える。
また、 (21)式を Vの陽関数で表せば、
v=Qu -μ 士［か (2u。-u)u]112 
となる。 6'<0であるから、経済として意味のある uの範囲は、 2u。三恥；；；；；u ;1である。
第3図には、横軸に UNという指標が示されているが、これがFriedmanによって命名さ
れた自然失業率 (NRU)である。この値は、 (21)式において v=uとおくことによって求
められるが、その結果、次の式がえられる。
(25) uN (= vN) =μ[2(0-l)l112=p (a山I2) 12 
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a+(3=0の場合は、 aw=2であるから、 UN=pが成立する。 このことは、 (19)
式からも導かれる。そこにおいて、 U=Vとすれば、 U=Zとなる。 この式の両辺を Eで
除して、 UN=p がえられる。また、 UN~2U。（等号は.0=3のときに成立） である。
さて、 p = 0.05 (= 5 %) として、 これは制度的な与件であるものとしよう。 もし幸いに、
需要曲線と供給曲線が共に同じ大きさの勾配（の絶対値）を持っているものとすれば、すな
わち Ia I = I /3I （あるいは a+/3 =0)ならば、 NRUは5%である。 しかし、現実の経
済においてはそのようなケースは偶然でしかない。そこで、第3図においては、
つの仮の値を当てはめて、
Bの値に二
それがの<b(u)形状や UNの値にどのような影響を与えるかを示
している。 A図においては/3=0.1、B図においては/3=0.01としている。
ても a=-lである。
どちらの図におい
ここで最も関心のあることは、 こと UN(= VN) との大小関係である。 A図の場合には、
t; >恥が成立している。 Friedmanを含めて、従来の分析においては、 </J (u) の形状として
すべてA図ーーしかもこ>vの領域一ーが前提にされてきた。 しかるに、本論の分析に従
えば、 </J (u) の形状としては B図のような場合もありうる。 そこでは l;.<恥が成立してい
るから、 </J (u)曲線は心 (u)> 0となる領域において45度線 (v=u直線） と交点を持つこと
になる。通常の説明によれば、 uおよびVが共に増加する場合には、経済に構造変化があっ
たと解釈される。 しかし、 もし (/J(u)曲線がB図のような場合もありうるとすれば、 uお
よびvが共に増加しても構造変化とは言えないことになる。
フィップス曲線の形状に影響を与える。
そして、 このことはまた、
??
?＝??
? ? ?
? ?
? ?
? ?? ? ?
?? ? ?
? ?
?? ?
?? ? ?
? ? ?
? ? ?
???????????
? ?
? ?
? ?
?
? ?
??
v= </!(u) 
? ?
?
第3-A図： a= -1.0, 13 =0.1, μ=1.1, ~=1.07, u。=0.012, UN =0.081 
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u=u, .v=u 
＇ ＇ ＇ ＇ ＇ ＇ ＇ ＇ ＇ ＇ ',, 
v, t-------t-------_c ,、
、』‘’ 
二
??
?
? ?
v= </J(u) 
?? ?
VO 
第3-B図： a= -1.0, (3 =0.001, μ=1.001, 
X 
~=0.326, u。=0.338, UN =0.720 
1 2 3 4 5 6 
a -1 -0.1 -1 -1 -1.732 -0.950 
{3 1 1 0.1 0.01 0.002 0.002 
- -- -~ ,-
e ゜ 0.818 -0.818 -0.980 -1.724 -0.946 IT 1 1.292 1.292 1.400 1.993 1.377 
I¥. ゜ 0.818 0.818 0.980 0.993 0.996 w 1 0.474 0.474 0.420 0.579 0.400 
[l 801.0 9286.1 93.9 10.6 2.4 3.0 
μ 2 11 1.1 1.01 1.001 1.002 
Mu 0.005 0.002 0.023 0.174 0.592 0.501 
こ 1.995 10.998 1.077 0.836 0.409 0.501 
Nu 0.05 0.081 0.081 0.230 0.602 0.501 
w ＇ 0.999 1.000 0.989 0.910 0.640 0.707 
m 1 0.086 0.086 0.008 0.002 0.002 
n -1 -0.862 -0.862 -0.832 -0.667 -0.841 
h ゜ 0.388 -0.388 -0.412 -0.577 -0.399 E=lOO、Z=5、p =0.05 
第 1表
ここで念のために付け加えるなら、 /3の値が現実に 0に近いかどうかについては、本論に
おいては問わない。ただし、勾配には測定単位が関係しているから、 どのような測定単位を
用いるかによって、 aおよびf3の値が違ってくることに留意は必要である。それを含みとし
て、第1表にはaおよびBの具体例として、 いくつかのケースが示されている。 a、Bの値
によって UNの値が違ってくることが確かめられる。
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9 フィリップス曲線
すでに第 1節で示されたように、 PH曲線は¢の影響を受ける。いま仮に↓を 1次関数と
仮定すれば、 Kを定数(>0) として、 PH曲線は
(26) g(R) = k 1/.J(u)-ul 
のように表される。したがって、 Kが定数であっても (26)式は直線ではない。
g(R)がどのような形状になるかは </J(u)の形状に依存する。それを図示したものが第4
図である。従来の PH曲線は第4-A図のような場合であり、しかもそれは UN点の近傍に
ついてのみ当てはまる。それに対して本論における PH曲線は次のような性質をもってい
る。
a) 一般に、 g(R)はuの二価の関数になる。
b) 必ずしも「右下がり」の勾配とはかぎらない。
C) UN > Uのときに g(R)> 0とは限らない（第4-B図）。
第4-A図には直線v=u+eが描かれている。ただし、 eは定数であるが、 v軸上の切
片を表す。 eの値が大きい程、 v-uの値は大きい。いま eの値を任意に取り、直線v=u
+eと</J(u) との交点における u座標を求め、そこにおいてkeの値を縦軸にプロットすれ
?? v=u+e ??
g(R) 
? ?
g(R) 
?
?
第4-A図 第4-B図
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ば、それがg(R)の値になる。
10 労働力人口と労働供給
前節まで、失業率および欠損率を U/SおよびV/Sと定義して用いてきた。これは、
Lipsey -Friedmanラインの分析手法に添ったものであって、 Phelps([7]) もまた同様で
ある。ただし、 Phelpsにおいては市場構造、企業行動などに関する前提が異なるので、こ
れは別個に扱う必要があり、本論においては Phelpsの内容については言及しない。
ここでの失業率uは現実の失業率ua(=失業者数／労働力人口）とは異なる。従って、
現実のデータからえられる uaから直接に <I>(u)の形状を確かめることはできない。同様に
して、 uaから NRUの値を推定することもできない。
それなら、 Lipsey([ 4])はなぜuaではなく uを用いたか。これは PH曲線の性質に関わ
る極めて重要な問題である。失業率に uを用いるならば、労働の供給および（／あるいは）
需要曲線がシフトしても PH曲線はシフトしない。これが重要な点である。
第5図は第 1図の労働市場と同じものである。そこにおいて、初めに労働需要曲線は D1
にあり、次に何らかの理由により恥にシフトしたとしよう。いま Vを一定と仮定すれば、
この変化により、雇用量はLからしへ増加し、欠損量は (E1―Li)から (E2ー Lz)へ変化
することになる。しかし、このシフトによって失業率は変化しないから、 (26)式の右辺は
影響を受けない。従って、 g(R)曲線はシフトしない。かくして、労働の需給曲線のシフト
が生じても一本のPH曲線によって分析が可能となる。これがLipseyの主要なねらいであっ
たと言えるし、 Friedmanもそれを踏襲している。代わりに、現実のデータとの対応関係を
不明確にするという犠牲を伴う。
失業率にuaを用いた場合は、上と同様の推論により、労働の需給曲線が変動する毎に PH
曲線もシフトすることになり、明確な分析が不可能になると言ってよい。その意味で、 Uお
よびVを労働力人口 Nで除すか労働供給量Sで除すか、という問題は PH曲線の解釈にお
いて素通りできない重要な論点であると考えられる。
11 おわりに
本論においては、ある経済が 1部門から成り立つものとして一つの u-v曲線の形状を問
題にした。しかし、現実には欠損率の値は産業毎に大きく異なるのが普通であろう。そうで
あるなら、多部門（多産業）を前提にした u-v曲線の導出が必要となる。その場合には、産
業構造の如何によって NRUの値も変化することは Lipsey([4], pp.17-18)からも容易に推
察できる。
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R S 
D2 
第5図
なお、本論においては{3=oo、あるいは/3=0の場合については u-v曲線の導出を行って
いない。これらのケースを取り扱うことは数学的にはむしろ易しい。
12 数学付録
[ I J 座標変換
ある座標軸 (X,Y)を反時計回りに0ラジアンだけ回転させたものを新しい座標軸 (x,y) 
とする。本論における DおよびSの勾配をそれぞれaおよびBとして、
tan(Ba) =a, tan(813) = /3
とするとき、回転角度0は次の 2通りに表わされる。
(i) e叶 013~0のとき、 0= (ea+ 013)/2 
(i) 0 a+ 013< 0のとき、 e=<e叶島）/2十冗/2
このとき、次の式が成立する。
tan(20) = tan(e叶仰+tan(冗）= tan(eげ仰=0
曲線rの式を f(X,Y)=Cとすれば、この曲線は座標軸の回転によって、次の2通りの式
に変換される。
(i) (};; 0のときは、山2が一 y2= C 
(i) e < oのときは、山う2_が=C
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上の (i)の場合の図は第2図に示されているので、ここでは (i)の場合を下に図示して
おこう。図において、曲線rの漸近線はy=土tan(冗/2-0』xであるが、
tan(冗/2-0』=cot(0』=1/w 
が成立するから、漸近線は次のようになる。
y=士(1/w)x
なお、座標変換の詳しい説明については例えば薩摩順吉『物理の数学』（岩波書店、 1995)
【0<0の場合】
? ? 左の図において
2()cu=0p-0a 
S(P) tan (20』=({3-a)(I+a/3) 
上の式から、?
w= Iと一 (1+a/3)1/(/3-a) 
なお、この式は0の符号に関係なく成立する。
第2章を参照されたい。
[II] 研 =(IT-A)/(IT+A)の導出
① 研({j-a)2=が+(1 + a {j)2 -2 (1 + a {j)ど
上の式の両辺に ({j-a)2を加えることにより、
(a戸+1)({3-a)2=ど2+(1 +a/3)2+({3-a)2-2(1 +a/3)ど
=2どぽー(l+a/3)1
がえられる。他方、①式の両辺から (/3-a)zを引くことにより、
(a戸ー l)(/3-a)2=,;2+(1+af3)2-(/3-a)2-2(1 +a/3)と
=-2 (1 +a/3)ほー (l+a{3)f
が成立する。従って、
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② （叫ー 1)/(叫+1) =一(1+afj)/~=-A/II 
がえられる。ただし、 A=(l+afJ)/(1 -afj) 、 ~=II(l -afj)である。この式を
変形することにより、③式が導かれる。
③ 研 =(II-A)/(II+A)
[II] m = a fjnの導出
まず②式を用いることにより、次の 2つの式がえられる。
④ 2m= I研ー1十（叫+1)/IIf=(J-A)(研+1)/II=-2a[3(研+1)/ど
⑤ 2n=-(1 +A)(叫+1)/ IT=一 (1+A)(叫+1)/IT=-2(研+1)/こ
これらの式から次の式がえられるのは容易にわかる。
⑥ m=a{3n 
[IV] W = (3 -a) w 
③および④式より m=(1-A)/(TI+A)、③および⑤式より n=-(1 +A)/(TI+A)、
そして③および (12)式より h=0/(TI+A)が成立するから、
⑦ n2ー パ=l(a-(3)/(1-a/3)ド
がえられる。さらに、
甲=2m+(a+(3)h=(a-(3)2/j(l -a(3)(TI+A)f 
甲 /(TI-i¥)=(a-/3)2/l(l-a/3)(n2-i¥りI=l-cx/3 
によって、次の式が導かれる。
⑧ 甲=(1 -a/3)(TI-i¥)=/; 一(1+cx/3)=(/3-cx)w 
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